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При проектуванні складних криволінійних поверхонь по-
криття в архітектурі широке використання знайшли дис-
кретно представлені поверхні просторових конструкцій. 
Дискретизація архітектурних оболонок, в багатьох випадках, 
дозволяє виявити міцностні характеристики конструкції, 
забезпечити конструктивно-розрахункові вимоги, наочно 
уявити вплив різноманітних зовнішніх чинників на форму 
поверхні у разі використання методу дискретного моделю-
вання. Просторові покриття, які в силу своєї функціональної 
значущості і оригінальності зовнішньої форми, як правило, 
стають домінуючими у навколишній забудові проектуються 
із підвищеними до них естетичними, технологічними, 
функціональними та конструктивними вимогами. При про-
ектуванні найсучасніших криволінійних поверхонь покриття 
архітектори та дизайнери вдало та ефективно поєднують 
геометричну форму просторових конструкцій з дотриман-
ням різноманітних умов та вимог, що необхідні для ро-
зрахунків на міцність і стійкість. Вибір геометричної форми, 
законів її зміни, управління та варіювання формою безмо-
ментних оболонок покриттів дозволить визначити найкра-
щий образ майбутньої споруди. 
У статті наведено приклади можливого управління 
формою дискретно представлених поверхонь (ДПП) за 
рахунок варіювання параметрів зовнішнього формо-
утворюючого навантаження, в процесі моделювання 
дискретних каркасів архітектурних оболонок статико-
геометричним методом (СГМ). 
МЕТА СТАТТІ 
Для встановлення залежностей між геометричними та 
естетичними характеристиками криволінійних поверхонь в 
архітектурі, можна скористатись їх дискретними аналогами. 
Метою даної роботи є аналіз форми дискретного каркаса 
поверхні, управління нею під впливом різноманітного фор-
моутворюючого навантаження, яке є джерелом вільних 
параметрів та залежностей між ними. Такий підхід надасть 
необмежену свободу в управлінні формою ДПП та спростить 
пошук нових сучасних архітектурних форм, які матимуть 
свою оригінальності та унікальність. 
АНАЛІЗ ОСТАННІХ ДОСЛІДЖЕНЬ І ПУБЛІКАЦІЙ 
Процес моделювання сучасних криволінійних кон-
струкцій, на які впливають різні фізичні фактори навко-
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їх дискретних моделей. В залежності від постановки гео-
метричної задачі, за вихідні дані формування дискретної 
сітки, обирають: зовнішній вигляд оболонки, вид її напру-
женого стану (стисла або розтягнута оболонка), величину і 
характер діючого на вузли навантаження (в СГМ, мається 
на увазі формоутворюючого навантаження) та різно-
манітні крайові умови.  
В даній роботі, для моделювання дискретних кар-
касів поверхонь, пропонується скористатись СГМ, ма-
тематичний апарат якого не відрізняється від апарату 
методу скінчених різниць [1]. Основною ідеєю методу є 
моделювання дискретної сітки як рівноважної під дією 
зовнішніх зусиль. Причому, зусилля у в’язях повинні 
бути прямо пропорційними довжинам цих в’язей. 
Взаємодія зовнішніх зусиль, таких як надлишковий 
тиск, сила вітру, снігове навантаження, тощо та зусиль 
внутрішньої напруги, які виникають на модельованих 
поверхнях, в СГМ виглядає як сукупності зусиль, при-
кладених у вузлах сітки або виникаючих у в’язях. Дис-
кретна математична модель поверхні [1] являє собою 
систему лінійних і нелінійних рівнянь, розв’язання якої 
дозволить визначити координати вузлів сітки, при яких 
всі зусилля знаходитимуться у рівновазі.  
У багатьох роботах наведені приклади побудови 
дискретних каркасів поверхонь під впливом верти-
кальних зовнішніх зусиль з лінійним [2] та гіпер-
болічним [3] законами розподілу величин векторів цих 
зусиль. В роботі [4] запропоновано нові принципи 
знаходження параметрів функції розподілу зовнішньо-
го формоутворюючого навантаження, що діє на вузли 
ДПП, залежно від кроку дискретизації. Але, вплив па-
раметрів положення зовнішніх зусиль на форму ДПП в 
цих роботах не розглядався. 
На основі СГМ автором роботи [5] запропоновано 
побудову дискретних врівноважених невпорядкованих 
сіток, рівновага вузлів яких забезпечується за рахунок 
використання коефіцієнтів натяжіння у в’язях. Такий 
підхід дозволить сформувати безмоментні оболонки 
покриття із заданою в плані геометрією рисунку ребер 
на довільно заданому опорному контурі. Задачі фор-
мування дискретних каркасів поверхонь в архітектурі 
та дизайн-проектуванні, питання варіювання форм 
об’єктів дизайну за рахунок використання різноманіт-
них поверхонь-прообразів та моделювання поверхонь 
із заданими властивостями розглядалися в роботах  
[6-9]. Але, порівняльний аналіз отриманих форм дис-
кретних моделей поверхонь авторами не виконувався.  
Ознакою сучасної архітектури є значна зацікавленість 
природними формами, оскільки саме естетичні характе-
ристики геометрії форм живої природи дозволяють 
визначитись із критеріями естетичності криволінійних 
поверхонь покриття в архітектурі. В роботі [10] за допомо-
гою СГМ моделюється дискретний каркас біоформи, в 
процесі її зростання за заданою траєкторією. Але, не 
розглядаються питання управління формою поверхні за 
рахунок використання зовнішнього формоутворюючого 
навантаження та зміни його параметрів. 
 
 
Рис. 1 Параметри вектора зовнішнього зусилля 
Найбільш дослідженими на сьогодні залишаються 
аналітичні поверхні. При використанні таких поверхонь 
в архітектурі особливу увагу також приділяють пошуку 
оптимальних та раціональних форм як самих оболонок 
та їх елементів. В роботі [11] авторами знайдено опти-
мальне співвідношення стріли підйому параболоїду 
обертання до основи, показано наскільки важливим є 
вибір оптимальної форми. Доведено, що зменшення 
стріли підйому оболонки може призвести до значного 
зростання витрат на арматурні вироби. Але, ця стаття 
стосується лише аналітичних поверхонь, дискретні 
моделі безмоментних оболонок не розглядаються. 
ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ 
Наведені у цій публікації приклади є продовженням 
досліджень, які були представлені в роботі [7], та спро-
бою провести порівняльний аналіз форм дискретних 
каркасів поверхонь, отриманих в результаті варіюван-
ня параметрів зовнішніх зусиль які діють на вузли 
дискретної сітки. 
Основна частина. При формоутворенні поверхонь у 
дизайні фізична уява зовнішнього формоутворюючого 
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параметрів такого навантаження за рахунок звільнення 
від параметрів, які залежать від того чи іншого фізич-
ного явища. У такому разі, вектор кожного зусилля, яке 
діє на вузол, має три вільних параметри: два парамет-
ри напрямку зусилля (кути   та  ) і довжина векто-
ра зусилля (відрізок PO ) (рис. 1). Кожний з цих трьох 
параметрів може бути сталим, може залежати від од-














де P  – вектор зовнішнього формоутворюючого 
навантаження,   – кут між горизонтальною про-
екцією вектора зусилля та віссю Ох,   – кут нахилу 
вектора зусилля до горизонтальної площини. 
Різноманітні комбінації цих параметрів між собою 
породжують сполучення з повторенням knC , число 











де knC  – число поєднань параметрів з повторен-
ням із n по k елементів, n=12 – сумарне число елемен-
тів, які приймають участь у сполученнях з повторення-
ми із (1) та k = 3 – число поєднань елементів в сполу-
ченнях між собою. При використання конструктивного 
(графічного) способу задавання кутових параметрів 
векторів зовнішніх зусиль їх координатні складові 
визначаються згідно з обраним способом. 
Для більшої наочності можливостей керування фо-
рмою дискретної сітки розглянемо деякі приклади 
побудови моделей поверхонь покриття з різними зна-
ченнями та напрямками зовнішніх зусиль, які можуть 
діяти на вузли сітки, різними типами клітин і на різних 
опорних контурах.  
Приклад 1. Для першого варіанта цього приклада 
задано опорний контур у вигляді чотирьох однакових 
півкіл у вертикальних площинах, паралельних коорди-
натним площинам ХОZ та YOZ. Рівняння півкіл, 
відповідно, мають вигляд: 3,922  yyx  та 
3,922  xzy . На кожному півколі задано по 
сім вузлів з рівномірним кроком вздовж дуги. Топо-
логічна схема сітки на квадратному плані 6х6 лінійних 
одиниць (лін. од.) має чотирикутні клітини (рис. 2). 
Напрямок векторів зовнішніх зусиль задано спіль-
ним центром точкою О (х0 = 0; y0 = 0; z0 = 0) та вузла-
ми правильної в плані сітки з квадратними клітинами, 
що лежіть у горизонтальній площині Г (z = 3). Крок 
сітки t = 1 лін. од. 
 
  
Рис. 2 Топологічна схема сітки  
та заданий опорний контур 
Довжини векторів зусиль, що діють на вузли сітки, 
прийняті однаковими kP = const. Координатні складові 
векторів зусиль зовнішнього формоутворюючого 

















де i, j – номер вузла дискретної сітки у локальній системі координат, Р – величина зовнішнього зусилля, постійного 
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їх дискретних моделей. В залежності від постановки гео-
метричної задачі, за вихідні дані формування дискретної 
сітки, обирають: зовнішній вигляд оболонки, вид її напру-
женого стану (стисла або розтягнута оболонка), величину і 
характер діючого на вузли навантаження (в СГМ, мається 
на увазі формоутворюючого навантаження) та різно-
манітні крайові умови.  
В даній роботі, для моделювання дискретних кар-
касів поверхонь, пропонується скористатись СГМ, ма-
тематичний апарат якого не відрізняється від апарату 
методу скінчених різниць [1]. Основною ідеєю методу є 
моделювання дискретної сітки як рівноважної під дією 
зовнішніх зусиль. Причому, зусилля у в’язях повинні 
бути прямо пропорційними довжинам цих в’язей. 
Взаємодія зовнішніх зусиль, таких як надлишковий 
тиск, сила вітру, снігове навантаження, тощо та зусиль 
внутрішньої напруги, які виникають на модельованих 
поверхнях, в СГМ виглядає як сукупності зусиль, при-
кладених у вузлах сітки або виникаючих у в’язях. Дис-
кретна математична модель поверхні [1] являє собою 
систему лінійних і нелінійних рівнянь, розв’язання якої 
дозволить визначити координати вузлів сітки, при яких 
всі зусилля знаходитимуться у рівновазі.  
У багатьох роботах наведені приклади побудови 
дискретних каркасів поверхонь під впливом верти-
кальних зовнішніх зусиль з лінійним [2] та гіпер-
болічним [3] законами розподілу величин векторів цих 
зусиль. В роботі [4] запропоновано нові принципи 
знаходження параметрів функції розподілу зовнішньо-
го формоутворюючого навантаження, що діє на вузли 
ДПП, залежно від кроку дискретизації. Але, вплив па-
раметрів положення зовнішніх зусиль на форму ДПП в 
цих роботах не розглядався. 
На основі СГМ автором роботи [5] запропоновано 
побудову дискретних врівноважених невпорядкованих 
сіток, рівновага вузлів яких забезпечується за рахунок 
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Рис. 1 Параметри вектора зовнішнього зусилля 
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ПОСТАНОВКА ПРОБЛЕМИ 
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параметрів такого навантаження за рахунок звільнення 
від параметрів, які залежать від того чи іншого фізич-
ного явища. У такому разі, вектор кожного зусилля, яке 
діє на вузол, має три вільних параметри: два парамет-
ри напрямку зусилля (кути   та  ) і довжина векто-
ра зусилля (відрізок PO ) (рис. 1). Кожний з цих трьох 
параметрів може бути сталим, може залежати від од-














де P  – вектор зовнішнього формоутворюючого 
навантаження,   – кут між горизонтальною про-
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породжують сполучення з повторенням knC , число 











де knC  – число поєднань параметрів з повторен-
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3,922  xzy . На кожному півколі задано по 
сім вузлів з рівномірним кроком вздовж дуги. Топо-
логічна схема сітки на квадратному плані 6х6 лінійних 
одиниць (лін. од.) має чотирикутні клітини (рис. 2). 
Напрямок векторів зовнішніх зусиль задано спіль-
ним центром точкою О (х0 = 0; y0 = 0; z0 = 0) та вузла-
ми правильної в плані сітки з квадратними клітинами, 
що лежіть у горизонтальній площині Г (z = 3). Крок 
сітки t = 1 лін. од. 
 
  
Рис. 2 Топологічна схема сітки  
та заданий опорний контур 
Довжини векторів зусиль, що діють на вузли сітки, 
прийняті однаковими kP = const. Координатні складові 
векторів зусиль зовнішнього формоутворюючого 

















де i, j – номер вузла дискретної сітки у локальній системі координат, Р – величина зовнішнього зусилля, постійного 
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Для виборів варіантів управління формою дискре-
тно представлених поверхонь були виконані розрахун-
ки при різних значеннях зовнішнього зусилля:  
kР′ = 0,25Р лін. од.; kР′′ = 0,5Р лін. од; kР′′′=Р лін. од.  
У всіх трьох випадках для визначення невідомих ап-
лікат вузлів сітки та коефіцієнтів k, пропорційності зусиль Р 
довжинам в’язей, були складені системи рівнянь рівнова-
ги вузлів (4) для 1/4 частини плану. Абсциси вузлів сітки 
визначені при підстановці до (4) знайдених коефіцієнтів k, 
а ординати вузлів визначено із умови симетрії сітки. За 
отриманими результатами координат вузлів сітки на  
рис. 3, а, б, в побудовано дискретні каркаси змодельова-
них поверхонь при різних значеннях величини зовнішньо-
го формоутворюючого навантаження.  
З наведеного прикладу видно, що управління 
формою поверхні відбувається за рахунок зміни дов-
жини вектора зовнішнього зусилля, який залишається 
однаковим для всіх вузлів сітки. З рис. 3 видно, що 
зміна довжини вектора впливає на стрілу підйому мо-
дельованих поверхонь (аплікату центрального вузла). 
 
 
Розглянемо другий варіант цього приклада. У 
цьому випадку центр О, який визначає напрямок 
зовнішніх зусиль, перенесено у точку  
С (хс = -2;yс = -2;zс = 0). Положення векторів зовнішніх 
зусиль показано на рис. 4, а. Тоді, формули для ро-


































Оскільки вихідні дані у цьому прикладі передба-
чають лише одну площину симетрії (х = у) число 
рівнянь рівноваги (4), у порівнянні з попереднім при-
кладом, збільшиться до 50 рівнянь. За результатами 
розрахунків на рис. 4, б показаний дискретний каркас 
змодельованої поверхні. Такий варіант завдання 
напрямку векторів зовнішніх зусиль можна використо-
вувати на етапі ескізного проектування архітектурних 
оболонок під впливом вітрового навантаження.  
Третій варіант обираємо таким, коли змінюється 
як напрямок вектора зусилля так і його довжина (для 
всіх вузлів сітки constkP  ). Напрямок вектора 
зусилля визначається так само, як було показано на 
рис. 2. А саме, координатні складові кожного з векторів 
Рис. 3 Дискретні каркаси врівноважених поверхонь, змодельованих під впливом зовнішнього навантаження: 
а) зовнішні зусилля – 0,25Р лін. од.; б) зовнішні зусилля – 0,5Р лін. од; в) зовнішні зусилля – Р = 1 лін. од. 
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зусиль визначаються двома точками, одна з яких – це 
точка О (х0 = 0;y0 = 0;z0 = 0), а інша – точка М, яка 
збігається з відповідним вузлом сітки у площині Г 
(z=3). Тоді, координатні складові векторів зовнішніх 
зусиль визначаються за формулами: 
 
,;;, hkPjkPikP zyx   (6) 
 
де k = 0,3333 – величина коефіцієнта пропорційності 
зусилля до довжини в’язі. Таке значення коефіцієнта прий-
мається для того, щоб апліката центрального вузла була 
сумірна з відповідними аплікатами вузлів сіток на рис. 3 та 
рис. 4. Система рівнянь рівноваги вузлів сітки тотожна 
системі (4) для першого варіанта у описаному прикладі. За 
результатами розрахунків побудовано дискретний каркас 
поверхні (рис. 5).  
З рис. 5 видно, що сітка в плані, при використанні 
такого розподілу зовнішніх зусиль, матиме клітини 




Рис. 4 Дискретний каркас поверхні, змодельований під дією зовнішнього навантаження. Центр векторів зовнішніх зусиль 
перенесено у точку С:а) топологічна схема сітки та опорний контур; б) три проекції та диметрія дискретного каркаса 
зрівноваженої оболонки 
а) б)
Рис. 5 Три ортогональні проекції та ізометрія дискретного каркаса врівноваженої поверхні, яка змодельована під впли-
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Приклад 2. На рис.6 показано варіювання форми 
дискретної сітки з трикутними клітинами за рахунок 
зміни довжин векторів зовнішніх формоутворюючих 
зусиль, які залишаються однаковими для всіх вузлів 
сітки. Задано опорний контур у вигляді просторової 
ламаної лінії з шестикутним планом так, як показано  
на рис. 6, а. Напрямок векторів зусиль зовнішнього 
навантаження задано спільним центром  
О (х0 = 0;y0 = 0;z0 = 0) і вузлами правильної сітки з 
трикутними клітинами, яка лежить у площині Г (z = 3). 
Контуром цієї сітки є такий саме шестикутник, як і у 
опорного контура в плані. Крок сітки дорівнює 1 лін. од., 
розмір радіуса кола, описаного навколо шестикутника, 
дорівнює 4 лін. од. Система відліку вузлів задана осями 
Оі, Оj так, як показано на рис. 6, а. 






















Система рівнянь рівноваги з урахуванням подвій-
ної дзеркальної симетрії сітки налічує 30 рівнянь. Коор-
динатні складові векторів зовнішніх формоутворюючих 










































Рис. 6 Дискретні каркаси зрівноважених поверхонь, побудовані під впливом зовнішнього навантаження:  
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На рис. 6, б, в, г побудовано дискретні сітки врівно-
важених поверхонь, відповідно, при величинах 
зовнішніх зусиль: kР′ = 0,25Р лін. од.; kР′′ = 0,5Р лін. од; 
kР′′′ = 1,0 лін. од.  
В усіх наведених прикладах подальше керування 
формою безмоментної оболонки можна здійснювати за 
рахунок коефіцієнта пропорційності k, який можна 
вважати невідомим. Це дозволить призначати вузол, 
через який повинен проходити дискретний каркас по-
верхні, тобто задавати одну координату довільного 




ВИСНОВКИ ТА ПЕРСПЕКТИВИ 
Наведені в роботі приклади побудови дискретних 
каркасів врівноважених поверхонь довели, що викори-
стання трьох параметрів зовнішнього формоутворюю-
чого навантаження, яке діє на вузли сітки, у різних 
сполученнях, дозволяє значно розширити можливості 
управління формою ДПП із заданими крайовими умо-
вами на довільно заданих опорних контурах. Підтвер-
джена перспективність використання СГМ для моделю-
вання різноманітних дискретних сіток врівноважених 
поверхонь в архітектурі та дизайні, з урахуванням 
особливостей їх зорового сприйняття, накладених 
різноманітних обмежень та із збереженням естетичних 
характеристик модельованих поверхонь.  
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ПРОБЛЕМИ ІНФОРМАЦІЙНИХ ТЕХНОЛОГІЙ 
Приклад 2. На рис.6 показано варіювання форми 
дискретної сітки з трикутними клітинами за рахунок 
зміни довжин векторів зовнішніх формоутворюючих 
зусиль, які залишаються однаковими для всіх вузлів 
сітки. Задано опорний контур у вигляді просторової 
ламаної лінії з шестикутним планом так, як показано  
на рис. 6, а. Напрямок векторів зусиль зовнішнього 
навантаження задано спільним центром  
О (х0 = 0;y0 = 0;z0 = 0) і вузлами правильної сітки з 
трикутними клітинами, яка лежить у площині Г (z = 3). 
Контуром цієї сітки є такий саме шестикутник, як і у 
опорного контура в плані. Крок сітки дорівнює 1 лін. од., 
розмір радіуса кола, описаного навколо шестикутника, 
дорівнює 4 лін. од. Система відліку вузлів задана осями 
Оі, Оj так, як показано на рис. 6, а. 






















Система рівнянь рівноваги з урахуванням подвій-
ної дзеркальної симетрії сітки налічує 30 рівнянь. Коор-
динатні складові векторів зовнішніх формоутворюючих 










































Рис. 6 Дискретні каркаси зрівноважених поверхонь, побудовані під впливом зовнішнього навантаження:  
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